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� � 摘 � 要: � 利用内外包络控制三角网格模型简化误差是一种可行的方法.但构造整个模型的内外包络需要花费较

多的时间,且每次简化操作时也会进行大量重复的三角形相交检测,使算法效率下降. 针对这些问题,本文提出了局部

包络片控制误差的思想,即每次简化操作仅利用相关部分的包络来控制误差. 算法采用三角形收缩操作简化模型, 当

原始模型上的一个三角形被选中,并尝试进行收缩操作时,先构造其对应的局部包络片; 在该三角形收缩后, 原来与之

相邻的三角形将发生形变,若这些形变后的三角形位于局部包络片之间, 则认为此次三角形收缩操作可以接受, 否则

予以取消.实验结果表明, 局部包络片保持了良好的误差控制效果,且由于构造简单,很少发生自交现象, 减少了三角

形相交检测次数,提高了计算效率.
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Abstract: � Errors tolerance is a very important problem in simplifying triangulated surface model. An effective method to find

tolerance errors is to use thewhole inner and outer envelopes of a triangulated surface model. However, therewill be many complicated

operations to compute intersections between triangulations when constructing the whole inner and outer envelope of a triangulated sur�
face model,which will lower the algorithm efficiency. We introduce a novel algorithm for simplifying triangulated surfaces model using

the part offset�patches as errors tolerance, which are constructed by offsetting a part of triangles on the surface and can also be regard�
ed as a small part of the whole inner and outer envelopes. Because the part offset�patches are much smaller than the whole inner and

outer envelopes of a triangulated surface model, our algorithm is both simple and easy to implement. We also have developed a software

system to test our algorithm. Experiment results show expense of our algorithm is much less than that in the algorithm using the whole

inner and outer envelope of a triangulated surface model and it keeps higher similarity between simplified model and original one.
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1 � 引言

� � 三维几何模型通常用三角形网格( Triangle Mesh)来表示,

简称三角网格模型.对于一个复杂的三维几何模型而言 ,其数

据量是很大的.可是在很多应用中, 由于并不需要很精细的模

型,用简单的近似模型就足以满足视觉要求, 于是可对三维几

何模型进行压缩,我们称之为三维几何模型简化.

简化三角网格模型主要包括两方面工作:三角网格模型

中几何元素的消除与模型重建和三角网格模型简化过程中的

误差控制. 目前,国内外学者们已经提出了不少关于三角形网

格模型简化的算法[1] , 如 Schroeder 的顶点删除法, 选取并删

除掉网格模型上顶点, 再将删除后产生的空洞重新三角形化,

以保证模型表面的完整性[2] ; J Rossignac[ 3] 介绍了顶点聚类

法, 将原始模型的立方体包围盒分成许多小格子, 落在同一格

子中的所有顶点合并成一个点,模型上顶点的数目将大大减

少; Hoppe H. 提出累进网格概念, 采用边收缩操作, 把一条边
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的两个端点合并成一个点[ 4, 5] ; M Eck 则引入了小波理论, 用

小波表示来重构原始模型[ 6] .

对三角网格模型中的几何元素 (如: 点、线、面)所进行的

删除、收缩、合并等操作会导致三角网格模型形变. 为使操作

前后的三角网格模型的形状尽可能保持一致, 必须控制由几

何图元操作带来的误差, 同时利用误差控制又能预先判断几

何图元操作的可行性.误差控制的方法目前主要有两种 ,其一

是Michael Garland 和 Paul S. Heckbert 提出的二次误差矩阵

( Quadric Error Metrices)控制方法[7~ 9] , 对每个可能进行操作的

图元均设置一个二次误差矩阵,计算每次操作的代价, 然后执

行其中代价最小的操作. 目前二次误差矩阵方法已经成为三

维几何模型简化领域中的主流算法 ,国内在其基础上也有研

究[10~ 12] .其二是 Cohen提出的包络( Envelopes)控制误差法,将

原始三角网格模型的表面分别向内、向外移动, 构造出两层包

络,规定模型的简化操作必须在这两层包络所围成的三维空

间中进行, 以此控制模型简化操作所产生的误差[ 13] .二次误

差矩阵针对的对象是模型上的单独图元, 属于局部控制误差

法,而内外包络则从全局角度来控制误差, 较前者更直观.

研究总结了国内外相关研究成果后, 本文作者在 Cohen

内外两层包络的基础上, 曾提出将三角形收缩操作和单层包

络控制误差相结合简化三角网格模型的算法[ 16] ,仅使用内包

络来控制误差,不再构造外包络, 减少了模型和外包络相交的

检测过程, 提高了简化效率. 但这种算法的计算操作仍比较

多,简化效率不能满足要求, 因此, 本文进一步提出了局部包

络片控制误差简化三角网格模型的思想. 文献[ 13, 16]的包络

是一个完整的包络,是在三角网格模型简化操作前由整个三

角网格模型的表面收缩或扩张生成的; 而本文的局部包络片

是在对某一图元实行简化操作时, 才由原始模型表面上相应

的一些局部三角形面片移动而成,这些三角形面片相邻 ,共同

组成一小块表面.局部包络片是按需构造的, 结合了 Cohen 简

化包络的概念和二次误差矩阵方法中有针对性的局部控制误

差的思想.

我们的算法仍采用三角形收缩操作来简化三角网格模

型,由局部包络片来控制简化操作的误差. 我们设计了一个算

法验证系统, 实现了三维网格模型的简化. 与文献 [ 13, 16]的

算法相比,节省了很多不必要的三角形相交判断, 加快了整个

模型的简化速度,获得了良好的简化效果.

2 � 算法描述

� � 记TM为三维几何形体表面经三角剖分后得到的所有三

角形的集合,它由顶点集合 V( v 1, v2 , ��, vn )和三角形集合

T (T 1, T 2 , ��, Tm)组成, 本算法中分别用 TMo 和TMa 表示

原始三角网格模型和简化后的三角

网格模型, 同时要求 TM o 和 TM a 是

正则三维几何形体[ 14] .

在TM 中, 又分别记 TVi、TTi 为

与顶点 v i 相关的三角形集合和与 Ti

相邻的三角形集合, 即: TVi 是与 v i

相连接的所有三角形, 如图 1 所示,

而 TTi 是与三角形Ti 相邻的所有三

角形, 如图 2所示.

在构造局部包络片时, 需要移动

原始三角网格模型表面上一组相关

的三角形面片,移动方向是沿每一个

顶点的法矢量方向或反方向,为此需

定义顶点的法矢量.

在 TM 中,顶点 v i 的法矢量 nv
i
为 TVi 中所有三角形面片

法矢量的加权平均值,且以三角形的面积作为权因子[ 15] . 设

TVi 中有 j 个三角形,其法矢量依次为 n1, n2 , �, nj ,面积依次

为 s 1, s 2, �, sj ,则:

nv
i
=  

j

m= 1

sm � nm  
j

m= 1

sm

2�1� Cohen包络

Cohen首次提出包络概念[13] , 用来控制三维几何模型简

化时的误差. Cohen 包络可看成是原始三角网格模型 TM o 整

个表面的两层近似等距面, 这两层等距面将 TMo 和TM a 夹在

其中, 使他们尽可能相似.

Cohen将 TMo 上的每一个顶点 v i( i= 1, 2, �, n)沿各自的

法矢量 nv
i
的正方向及反方向分别移动�i, 使得 v i 偏移成 v i

+

和 v i
- .从全局角度看, 这种移动相当于将整个 TMo 进行了收

缩和扩张, 收缩和扩张后生成的结果分别是内包络和外包络.

但是, 如果按照上述方法将原始模型表面直接进行偏移, 则可

能导致偏移后生成的包络和原始三角网格模型交叉, 甚至可

能出现包络自交现象[ 13] . 包络与三角网格模型交叉会影响模

型简化的效果, 自交的包络则会导致模型简化时拓扑结构的

破坏, 因此应该选择合适的偏移量,以避免这些现象的产生.

由包络的生成方法可知, 内外两层包络的外形与 TMo 几乎是

一模一样的, 只是大小上有所不同.

Cohen包络要求在原始三角网格模型简化操作前生成

好, 如果每次简化操作都在内外两层包络之间进行, 不但 TM o

位于这两层包络围成的空间中,而且简化后的模型 TMa 也位

于这一空间中,就称 TMa 与TMo 是关于�值近似的
[ 13]

,其中 �

是所有点偏移值 �i 中的最大值. �越小, TMa 与TM o就相似.

原始三角网格模型简化开始后,每一次尝试简化操作时,

都需要判断操作后模型上那些发生了变形的三角形是否与包

络上任意一个三角形相交. 如果不相交,则说明本次操作是在

内外两层包络之间进行的, 简化的结果可以接受 ;如果相交,

则说明本次操作带来的误差太大 ,本次简化操作必须撤销. 因

此 Cohen方法对每一个发生了变形的三角形都需要检测是否

与包络相交, 这将多次遍历包络中的所有三角形 .而实际上,

当一次简化操作执行后,通常只有与被实施了操作的几何图

元相关的三角形发生形变, 简化操作所影响的区域并不大, 包

络上大部分三角形在空间位置上都远离这一区域, 不会造成

相交, 因而 Cohen 方法中有许多相交检测是无意义的,这使得

算法效率大大降低.

2�2� 局部包络片

考虑每次尝试简化操作时, 只选择本次操作中与收缩三
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角形相关的一小部分三角形沿各自的法矢量 nv
i
, v i ( i= 1, 2,

�and  n)的正方向和反方向分别移动 �i , 使得 v i 偏移成 v i
+

和 v i
- 而构造出两片对应的近似面片来控制本次简化的误

差,这样小的面片可视为 Cohen包络上的一部分,而且对于相

应的简化操作是最重要的.在大部分应用中, 仅仅利用这两片

近似面来控制原始三角网格模型上对应区域的变化, 就足以

满足误差要求了,因此我们把这种由三角网格模型上小片区

域移动而成的近似面称为局部包络片.

本算法采用三角形收缩来简化三角网格模型,图 3 是三

角形收缩的示意图.将三角形面片 Ti 的三个顶点合并成一个

新点 Vj ,同时, 那些与 Ti 三个顶点相连的线段也都相应地连

到Vj 上, 从而导致与 Ti 相邻的那些三角形 (即 TT i )发生变

化,其中一部分三角形退化成线段, 另一部分则只是发生变

形.

注意到图 3的左右两图中, 图形的外围轮廓线没有发生

变化, 仅仅是轮廓线内部的三角形组成发生了变动. 因此, 三

角形 Ti 的收缩操作影响到的区域就是这一轮廓线的内部区

域,实际上就是与三角形 T i 相关的三角形集合TTi , 其相应的

局部包络片就是通过移动 TTi 得到的.

2�3 � 局部包络片的生成

构造局部包络片的方法类似于 Cohen 包络中的数值计算

法.如图 4 所示,设要进行收缩

尝试的三角形是 T i, 其 TTi 中

共有12 个三角形 (不包括 T i )

以及 12 个顶点. 依次将这 12

个顶点 vj ( j = 1, 2, �, 12) 沿着

各自法矢量 nv
i
的正方向 nj

+ 及

其反方向 nj
- 分别偏移 �j , 这

样就生成了三角形 T i 对应的

内外两张局部包络片.

对于局部包络片来说, 如

果两个相邻面之间的夹角很小, 则有可能使得偏移后生成的

面片与 TM 0 相交或出现自交现象. 虽然一般的三角网格模型

表面曲率变化不大,很少存在尖锐角, 但也应当避免这样的相

交或自交现象发生.

具体做法: 首先由用户指定一个初始偏移值 �0, 由于一

个有效的偏移值直接与模型的大小相关, 因此 �0 通常取 TM o

长方体包围盒对角线长度的一个百分比[ 13] . 然后每偏移一个

点就判断构成的局部包络片是否与 TMo 相交或自交, 并不断

修改偏移值的大小,直到找到一个合适的偏移值 �, 而每一点

的偏移量可能都是不一样大小的.

在 �的确定方法上, 本算法对 Cohen 的数值计算法进行

了改进. 首先 TMo 表面上的一点 v i 在沿着其法矢量方向移动

时, 允许的偏移距离可设为[ 0, �0 ] . 显然在这一区间中必定存

在一个临界值, 若移动的距离小于它,则生成的局部包络片不

会与 TM o相交或自交; 若移动的距离大于它, 则生成的局部

包络片会与 TM o相交或自交. 因此它是一个一维搜索问题[ 15]

(又称直线搜索、线性搜索) ,其搜索区间即为[ 0, �0] . Cohen 的

数值计算法采用小步长的多次移动,逐步扩大移动值, 直至找

到合适的移动值; 本算法则采用了最优化理论中解决一维搜

索问题的方法, 由于判断两个空间三角形是否相交的检测十

分繁琐, 计算量大,因而选取了最容易实现的二分法. 二分法

具有线性收敛速度, 较 Cohen 的逐步偏移法能更快求得最终

有效的移动值; 并且求得的移动值逼近最大有效移动值.

2�4� 模型简化
本算法采用三角形收缩操作简化三角网格模型, 进行一

次这样的三角形收缩操作后, 整个模型上三维点的数目将减

少两个, 三角形的数目则一次性减少四个, 图 3表示了九个三

角形减少到五个. 将三角形 T i 收缩成新点 Vj , 本文直接将三

角形 T i 的重心作为Vj 的坐标位置, 这种方法简单、速度快. 每

当选择了一个三角形尝试收缩操作时 ,首先构造这个三角形

的局部包络片, 然后判断本次收缩操作后, TTi 中那些发生了

变形的相邻三角形面片是否与局部包络片相交,如果相交, 则

说明这个三角形收缩产生的误差太大,超过了允许的范围, 本

次收缩操作取消, 恢复到收缩前的状态; 如果没有相交,说明

本次收缩操作是在局部包络片之间进行的, 误差在允许范围

内, 接受本次收缩操作. 由此可见, 通过局部包络片不但控制

了简化的误差, 而且大大减少了三角形的相交判断, 提高了算

法效率.

2�5� 算法分析与比较

假设原始三角网格模型共有 n 个顶点, m 个三角形, 与

每个顶点相邻的三角形环中平均有 k 个三角形, 构造包络时

使用二分法寻找最佳偏移量的尝试次数约为 2 次. 表 1 分别

列出了 Cohen 双层包络、文献[ 16]的单层包络和本算法(局部

包络片法)简化三角网格模型时, 需要进行的三角形检测次

数.

表 1 � Cohen双层包络、单层包络和局部包络片法算法复杂度比较

方 � 法
构造包络/局部包络片时

三角形相交检测次数

简化三角网格模型时

三角形相交检测次数

Cohen双层

包络法
k ! ( m+ m ) ! 2! n! 2 ( k- 4) ! ( m+ m+ m ) ! n

单层包络法 k ! ( m + m) ! 2! n ( k- 4) ! ( m + m) ! n

局部包络片法 k ! ( m+ k ) ! 2! n! 2 ( k- 4) ! ( k+ k+ m ) ! n

� � 一般情况下, n 和m 都远大于 k ( n 和m 都是成千上万,

甚至十万百万, 而 k 则为个位数,顶多一二十) .比较表 1 中列

出的计算式, 可以看出局部包络片法相对整体包络而言, 将减

少大量的三角形相交检测计算, 尤其是三角网格模型越复杂,

相对减少的相交检测次数就越多, 局部包络片法的整体简化

效率也就相对越高.

800 � � 电 � � 子 � � 学 � � 报 2005 年



3 � 实验结果

� � 以局部包络算法为基础,我们设计了一个算法验证系统.

该系统在 IBM2259�B6C( P4 1. 5G/ 512M /Win98)上用 C 语言编

程实现,采用了 OpenGL图形标准进行绘制. 我们选择了五种

动物的三角网格模型进行实验, 并取 �值为原始三角网格模

型最小邻接长方体包围盒对角线长的 1% , 获得的数据如表 2

所示.其中图 5~ 图 9 分别是本系统绘制的原始三角网格模

型和简化后的模型.

表 2 � 采用局部包络片简化三角网格模型获得的数据

三角网格模

型名称

原始三角形

面片数目

简化后的

面片数目
简化率 简化时间

牛 5804 1748 69. 8828% 39640ms

脚骨 4204 2680 36. 2512% 22264ms

豹子 9644 1358 85. 9187% 50341ms

狼 13992 2270 83. 7764% 94612ms

兔子 69451 2281 96. 7157% 447677ms

� � 观察图 5 中牛模型的变化, 可以发现虽然模型表面的三

角形数目减少了很多, 但表面曲率变化较大的牛耳、牛尾以及

四条腿等处依旧得以保存. 可见,局部包络片保留了简化包络

的优点, 在控制误差时能较好地保持模型的尖锐特征. 这一点

通过比较图 5 和图 6 的简化效果也能得知,脚骨模型表面的

曲率变化较大, 尖锐特征较多,因此其简化率较模型主体平坦

的牛模型的简化率降低了近 30% . 对于兔子模型, 其原始模

表 3� 整体包络与局部包络片法简化三角网格模型的比较

三角网格

模型名称

原始模型

三角形数
�值

简化后模型的三角形数目 简化率( % ) 简化时间( s)

局部包

络法

单层

包络

Cohen

包络法

局部包

络法

单层

包络

Cohen

包络法

局部包

络法

单层

包络

Cohen

包络法

牛 5804

1% 1748 2138 4320 69. 8828 63. 1633 25. 5686 39. 64 40 125.0

2% 1212 2064 4064 79. 1179 64. 4383 29. 9793 37. 88 37. 87 140.5

3% 964 2388 3880 83. 3908 58. 856 33. 1496 32. 62 34. 2 147.7

脚骨 4204

1% 2680 3114 4080 36. 2512 25. 9277 2. 94957 22. 26 19 52. 5

2% 2126 2888 3988 49. 4291 31. 3035 5. 13796 24. 47 21. 2 64. 2

3% 1680 2812 3956 55. 7564 33. 1113 5. 89914 23. 88 20. 3 71. 0

型的三角形数目有 69451 个,而其简化率达到了 96. 7% , 但仍

然能看出兔子的外形特征.

为了与整体包络比较, 我们还编程实现了 Cohen算法,并

分别用牛和脚骨模型做比较对象, 同时分别取 �= 1% , �=

2%和�= 3% , 获得的实验数据如表 3 所示, 获得的结果分别

绘制于图 10和图 11.

4 � 结论

� � 在 Cohen 简化包络的基础上, 本文提出了局部包络片控

制误差实现三角网格模型简化的算法, 并给以了实现. 与 Co�

hen 方法相比较, 局部包络控制误差法有明显的优势: 一是

大幅度地降低了运算时间,由于Cohen法需要计算整个三角网
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格模型的包络,并需要进行大量的三角形相交检测, 而局部包

络法仅仅计算局部一小片包络, 所消耗时间与 Cohen 法相比

几乎可忽略不记,从表 3 的实验数据可以看到, Cohen 方法所

用的运行时间平均是局部包络法的 3. 22 倍. 因此, 局部包络

法明显提高了效率.二是局部包络法的三角形简化率也明显

高于 Cohen 法,利用表 3 的简化率可估算出在相同的�取值

下,局部包络法的简化率是 Cohen 法的 6. 54 倍.
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